Cislo 2 Zimny semester 40. roénika (2015/2016)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Na zdravie!

Kadernik jesen uz prisiel do nasich koné¢in a meni ticesy stromov na nepoznanie. Pri
jeho préci lietaju listy z pestrofarebnych hriv stromov, presne tak ako z vasho stola buda
lietat papiere, na ktorych budete riesit druhu sériu. Po poetickom tvode uz len prajeme
vela Stastia do dalSej série a difame, ze s mnohymi z Vas sa stretneme na sustredeni.

Vasi uzasni STROMisti

Kosicky Matboj

16.10.2015 sa v priestoroch CVC Domino tispesne uskuto¢nil 15. roénik tejto prestiznej matematickej stitaze. Celé podujatie
prebiehalo v prijemnej atmosfére. Vitazi si odniesli okrem vecnych cien, ktorych kipu finanéne podporila Nadacia Alianz,
aj pozvanky na sistredenie. Takze ¢lenovia timov z Gymnéazia Postova v Kosiciach, Gymnazia J.G. Tajovského v Banskej
Bystrici a Gymnéazia Kukucinova v Poprade sa uz trapit s druhou sériou nemusia a vy ostatni, nestracajte nadej. Poctu
zdar, uz sa teSime na dalsi ro¢nik.

1 Opravovali: Janka Baranova, Dorot JaroSova I
®  Pocet riesitelov: 37 ] ||

Néjdite vsetky trojice prvocisel p, q, r, pre ktoré plati:
14 51 65

p q r

Riesenie:
Zacnime tym, Ze z rovnice odstranime zlomky (vynésobime ju vyrazom pgr). Dostaneme rovnicu v tvare 14qr+51pr = 65pq.

Aby sa nam Jahsie uvazovalo o prvocislach p, ¢, r, rozpiSeme si ¢leny rovnice tak, aby tam boli iba prvocisla:
2:7-q-r+17-3-p-r=13-5-p-q.

Ked sa na 1iu pozrieme blizsie, zistime, Ze lavd strana bude urcite delitelnd prvocislom r (lebo oba s¢itance st ndsobkom r).
Ako v kazdej slusnej rovnici, aj tu plati, ze ak r deli lavi stranu, tak r musi delit aj stranu pravi (tot velmi dolezita vec
vyuzivajica sa v rovniciach, ktoré maji viac nezndmych ako je rovnic). Z toho ndm vyplyva, Ze za r si mozeme dosadit iba
¢isla 13, 5, p a ¢ (kedZe je to prvocislo).

Zacnime tym, ze do rovnice za r dosadime g¢:

4 51 _65 14 _65-51 14

» ¢ ¢ P q  q

A tu uz jasne vidime, Ze v takomto pripade p=¢q =r.

Ak by sme do rovnice za r dosadili p, podobnymi tUpravami by sme opéat dosli k zdveru, Ze ak plati r = p, tak plati
aj p=q=r. A ak to sa rovnd prvocislu, tak je to uréite jedno z rieSeni rovnice v zadani.

Tu vsak nase riesenie nekonci, lebo musime najst vSetky trojice, ktoré by zadanie splnali. Preto pokracujme v nasej myslienke
a za r dosadime ¢islo 5. Ak nim rovnicu rovno aj predelime, tak dostaneme:

2-7-q4+17-3-p=13-p-q
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Z myslienky o delitelnosti oboch stran rovnice (prvoéislom p), ktorti sme tu uz raz pouzili, vieme povedat, ze p bude bud 2
alebo 7 (kedZe teraz uz riesime tlohu pre roézne prvocisla). Po dosadeni budeme mat dve potencidlne riesenia: [2,17/2,5],
[7,357/77,5], z ktorych ndm ani jedno nevyhovuje, lebo ¢ nie je prvoéislo.

Ak za r dosadime ¢islo 13 a rovnicu nim rovno aj predelime, dostaneme:

27.q+173.p:5.p.q

Z myslienky o delitelnosti oboch strén rovnice (prvoéislom p) vieme zas povedat, Ze p bude bud 2 alebo 7. Po dosadeni
budeme mat opét dve potencidlne rieSenia: [2,—51/2,13] a [7,17,13], z ktorych ndm vyhovuje iba [7,17,13].

Teda této tloha m4 rieSenia [7,17,13] a [p, p, p|, kde p je Tubovolné prvoéislo.

Komentdr: Niektori z vas zabudli na jedno rieSenie, niektori na nekonecne vela. Postup vSak vécsSina z vas mala spravny
— tie mélo bodové rieSenia sa od vela bodovych liSili najmé preciznostou (a lenivostou). Ponaucenie do budiicna — rieSenie
piste tak, aby sme sa my (ako opravovatelia) nemuseli nad vasimi krokmi zamyslat (lebo budii napisané na rieseni) a zaroven
si k rieseniu nemuseli ni¢ pisat, prip. riesit (lebo vsetko bude zapisané a vyrieSené na vasom papieri). Nabudice uz budeme
nemilosrdné a rieSenia bez konkrétnych rovnic a postupu, ako ste ich vyriesili, ostant bez bodu.

2 Opravovali: Peto Kovacs, Roman Stario I
®  Pocet riesitelov: 23  aiiiaaa. .

Sto ucastnikov sa rozdelilo do troch druziniek — Korene, Miazga a Stonka. Neskor jedno dieta z Korenov prestupilo do Miazgy,
jedno z Miazgy do Stonky a jedno zo Stonky do Koreriov. Priemerna hmotnost v druzstve Korene sa zvysila o 120 gramov,
v druzinke Miazga o 130 gramov, zatial¢o v druzinke Stonka sa znizila o 240 gramov. Kolko ¢lenné druzinky sme na
stustredku mali?

Riesenie:
Ozna¢me poéty tcastnikov v jednotlivych druzinkich (podla poradia) ako a, b, ¢. Nech hmotnost Gcastnika, ktory presiel
z Korenov do Miazgy je k a hmotnost Gcastnikov, ktory v Korerioch ostali K (podobne pre ostatné druzniky: m,s si

postupne hmotnosti uc¢astnikov, ktory presli z Miazgy do Stonky a zo Stonky do Korenov a M,S postupne hmotnosti
ucastnikov, ¢o po prestupe ostali v Miazge a Stonke). Zadanie potom vieme prepisat ako:

k+ K K M M s k+ S
ErA 90 5F Al mJg +130=8+b A SEE g0 BF
a C C

Méme ststavu 3 rovnic o 9 nezndmych, pri¢om nds zaujimaji prave nezndme a, b, ¢ (poéty ucastnikov). Bolo by teda vhodné
upravit ststavu do takej formy, aby sme sa ostatnych neznamych ,zbavili“. Kazda z rovnic mdézeme napr. prendasobit ich
prislusnym poctom tcastnikov (prva rovnicu a, druhii b a tretiu ¢) a vzniknuté rovnice sc¢itat. Dostaneme tak:

k+120a=s A s+130b=m A s—240c=k = 1200+ 1300—240c=0 <« 12a+ 13b=24c

Spolu s faktom, Ze Gcastnikov je spolu 100, tak mdme novi ststavu (dvoch rovnic o troch nezndmych), ktorej rieSenie uz
vyzerd prijemnejsie. Dosadme Tubovolni nezndmu z druhej rovnice do prvej (bez ujmy na vSeobecnosti b) a dostaneme:

12¢ +13b=24c AN a+b+c=100 < 12a4+13(100—a—c)=24c << 1300—37c=ua (%)

Vieme, 7e 1 < a < 98 (rozmyslite si preco). Spojenim so vztahom s mame:

1<1300-37¢<98 & 33<c¢<35 <& ce€{33,34,35}

Ostéva tak overit tri moznosti pre c¢. Pre zvolené ¢ podla % vypocitame a a potom b ako doplnok do 100. Ked ¢ = 33, tak
a=7T9 = b= —12, ¢o je vsak spor, lebo pocet tcastnikov nemoze byt zaporny. Ked ¢ = 34, tak a = 42 = b = 24 a ked
c=35,tak a =5 = b=060.

Na ststredku teda mohli byt druZinky s poc¢tami ¢lenov: (5,60,35) alebo (42,24,34). O sprévnosti rieSenia sa vieme
presvedcit dosadenim do prvotnej ststavy. Na zamyslenie: ako vieme, Ze neexistuje ziadne dalsie riesenie? Boli vSetky nase
operdcie so ststavou ekvivalentné? :)

Komentdr: Vacsina z vas tlohu vyriesila spravne. V par rieseniach chybalo ukazanie toho, ze tieto riesenia su vsetky, ktoré
sa mozu dosiahnut.

Isymbol A znamend ,a zaroven, sicasne ..“

http://seminar.strom.sk
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3 Opravoval: Peter Milosovi¢ I
* Pocet riesitelov: 31 |aae...u

Body na obvode rovnostranného trojuholnika st ofarbené dvoma farbami (modrou a ¢ervenou). Dokézte, ze medzi nimi
existuju tri body rovnakej farby, ktoré tvoria vrcholy pravouhlého trojuholnika.

Riesenie:
Ozna¢me vrcholy trojuholnika (ofarbeného podla zadania) A, B a C.
Na stranach trojuholnika si ozna¢me body, ktoré sa nachddzaji v ich tretinich a zostrojme z nich pravidelny sestuholnik.

Predpokladajme, Ze existuje ofarbenie, v ktorom neexistuje jednofarebny pravouhly trojuholnik tvoreny bodmi obvodu
trojuholnika.

Ak by boli lubovolné protilahlé vrcholy tohto Sestuholnika (nazvime ich P a @) ofarbené rovnakou farbou, tak by museli byt
ostatné vrcholy ofarbené tou druhou farbou (lebo lezia na Télesovej kruznici nad dseckou PQ, a teda by vznikol pravouhly
trojuholnik s vrcholmi rovnakej farby).

Avsak TubovoIné 3 body nasho Sestuholnika iné¢ ako P a @ tvoria pravouhly trojuholnik %
(lebo vSetky 4 spolu tvoria obdlznik).

Body P a ) musia mat preto roznu farbu.
B
Kazdé dva protilahlé vrcholy Sestuholnfka maji teda réznu farbu. To znamend, ze tento ; N

Sestuholnik mézeme vyfarbif dvoma spésobmi. Bud vyfarbime tri po sebe idiice vrcholy
rovnakou farbou (zvysné tri budd opac¢nou) alebo ich budeme vyfarbovat striedavo (kazdy
bod Sestuholnika bude mat susedov inej farby ako je on sdm).

V oboch pripadoch sa na jednej zo stran trojuholnika ocitni dva réznofarebné body
Sestuholnika. Oznacme si body Sestuholnika ako na obrizku a bez ujmy na vseobecnosti
nech roznofarebné su body C; a Cs. Useéky C1A; a CyB5 st kolmé na AB a navysSe su
krajné body oboch tseciek ofarbené rovnakou farbou (v jednej tisecke ¢ervenou a v druhej modrou). Nakoniec si zoberme bod
A, ktory je bud c¢erveny alebo modry. Tvori jednofarebny pravouhly trojuholnik s bodmi C; A; alebo C3B5, nés predpoklad
bol nespravny a dokazali sme tvrdenie zo zadania.

Co Cy B

Komentdr: Pedanti by od nas este urcite chceli napriklad dokazovanie kolmosti Cy A; na AB alebo ukézanie toho, ze Bs
a C5 maji rovnaki farbu. Kolmost sa dd ukazat pomocou podobnosti, rovnakost farieb vyplyva z jedinych dvoch moznosti
ofarbenia a toho, ako sme si zvolili Cy a C;.

4 Opravoval: Matus Hlavacik I
®  Pocet riesitelov: 26 N

Matus a Janka hraja takdto hru: Matis ako prvy hréé¢ postavi na sachovnicu krala a urobi s nim tah (podla pravidiel Sachu).
Potom Janka a Matus striedavo pohybuju kralom tak, Ze je zakazané postavit ho na policka Sachovnice, na ktorych uz stal.
Prehréava ten, kto uz nemoze urobit ziaden fah. Kto z nich mé vitaznu stratégiu? Popiste ju.

Riesenie:
Vitazni stratégiu ma Matis (teda prvy hrac). Této stratégia spoéiva v tom, Ze pred hrou si Matis pomyselne rozdeli
Sachovnicu na 32 dvojic susednych policok. Najjednoduchsie je to asi takto (ako keby vydlazdit dominom):

Teraz to uz Matus musi iba dobre zahrat. Ako svoj prvy tah polozi figirku na Tubovolné policko
na Sachovnici, a potom sa posunie na susedné policko. To susedné policko musi zvolit tak, aby
obe tieto policka boli v jednej dvojici (na jednom domine). Napriklad ak polozil figirku do lavého
dolného rohu, tak sa posunie o policko vyssie.

Teraz m4a Janka viacero moznych tahov, ale vSetky majui spolo¢né to, ze policko, na ktoré vstipi,
patri do dvojice, na ktort este nebolo stiipené. To umoznuje MattisSovi stipif na druhé policko
tejto dvojice. Tym sa tato dvojica policok dostala von z hry a Janka opdt nemé inti moznost,
ako stupit na policko novej dvojice. Takto Matis znova sttipi na druhé policko z dvojice a vyradi
dvojicu z hry. Takto sa to opakuje dalej.

Takto mame zarucené, ze nech taha Janka akokolvek, tak Matis ma po nej vzdy tah. Kedze sachovnica ma 64 policok, tak
tato partia musi raz skoncit a musi mat vitaza. Kedze sme si prave ukazali, ze Matus vie hrat tak, aby neprehral, tak to
znamend, ze prehrat musi Janka. Tato stratégia je teda pre Matusa vitaznou stratégiou.

Komentdr: Vacsina z vas to mala dobre, no poniektori zabudli pri tomto rieseni uviest konkrétne rozdelenie Sachovnice. Je
pekné, ze vy verite, ze to nejak ide, ale v matematike treba vediet a preto ak ma chcete presvedcit, ze to ide, tak to treba
ukézat. Bolo tu par takych, ¢o sa snazili rozoberat ,idedlnu stratégiu“ pre Matusa, ktora by popisovala ako mé reagovat
pri Jankingch pokusoch ,juzatvorit“ neparny pocet poli¢ok, ale nikomu z vds sa to nepodarilo dotiahnut do konca (a aj keby
sa vam podarilo, tak to urcite nebude taka peknd stratégia ako této ;-)).

strom@strom.sk
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5 Opravoval: Matus Stehlik I
®* Pocet riesitelov: 19 e

Nech je dana kruznica k so stredom O. Na prediieni tetivy KL kruznice k lezi bod A. Dotycnice z bodu A ku kruznici k
sa jej dotykaja v bodoch T, U. Ozna¢me M stred tsecky TU. Ukazte, ze stvoruholnik K LMO je tetivovy.

Riesenie:
V rieSeni vyuzijeme mocnost bodu ku kruznici (ktord bola spomenutd aj v ¢asti mohlo by sa hodit). Mocnost bodu A
ku kruznici k déva

|AL| - |AK| = |AT)?.
Lebo AT je doty¢nica a KL tetiva prechddzajica bodom A. Nie je tazké vSimnut si, ze bod M lezi na tsecke AO. Pre
uplnost riesenia toto tvrdenie dokazeme.

Trojuholnik ATU je rovnoramenny so zakladiiou TU (lebo mocnost bodu A ku k vyplyva z |AT|* = |AU|?, teda |AT| =
|AU|). Preto je stred strany TU pétou vysky z bodu A. Inak povedané AM je kolmé na TU. Podobne, trojuholnik
OTU je rovnoramenny so zékladiiou TU (lebo OT a OU st polomery k). Analogicky potom OM je kolmé na TU. Takze
|4 AMO| = | S AMT| + | S TMO| = 90° + 90° = 180°, t.j. M lei na AO.

Kedze AT je doty¢nica, je kolmd na polomer v bode T'. Teda trojuholnik ATO je pravouhly (s pravym uhlom pri T).

7 euklidovej vety o odvesne potom mame
|AM| - |AO| = |AT|*.

Porovnanim zvyraznenych vztahov potom dostavame
|AT|? = |AL| - |AK]| = |AM] - |AO,

z ¢oho vdaka désledku mocnosti bodu A vyplyva, ze K, L, M, O lezia na jednej kruznici.
T

U

Komentdr: Takmer vSetky riesenia boli za plny pocet bodov, ¢o svedéi o tom, Ze tlohu bolo asi tazsie vyriesit ako spisaf.
Moéze za to pomerne kratke, no mozno skor trikové riesenie. AvSak podobné vyuzivanie mocnosti je v MO klasickym
postupom, preto to urcite skiste. Oplati sa to najmé v tlohéch, kde st rozne tetivy alebo dotycnice.

6 Opravoval: Mato Vodicka I I
® Pocet riesitelov: 24 II-, Il

Majme funkciu f : R — R, pre ktora plati = 4+ f(z) = f(f(z)), pre vSetky redlne ¢isla x. Najdite vSetky rieSenia rovnice
f(f(x)) =0 v premennej .

Riesenie:

Co sa di s takouto tlohou robit? No, napriklad mézeme dosadit do podmienky nejaké konkrétne éislo. Najlepsie nejaké
jednoduché, a teda skisme dosadit © = 0. Dostaneme f(0) = f(f(0)). To sme sa az tak vela nedozvedeli. No vieme nieco
o Cisle £(0), a preto ho tam skisme dosadit: f(0)+ f(f(0)) = f(f(f(0))) No kedze f(f(f(0))) = f(£(0)) = f(0), dostaneme,
ze 2f(0) = f(0) a teda f(0) = 0. To je skvelé, lebo potom zrejme aj f(f(0)) = 0. Mame jedno rieSenie nasej rovnice. No
my musime zistit, ¢i nie si aj nejaké iné. Ponika sa predpokladat, ze f(f(x)) = 0 pre nejaké x, dosadit a nie¢o z toho
dostat, ale my budeme prefikanejsi a skisime sa pozriet len na pripad, ¢o ak f(z) = 0. Potom (po dosadeni) mdme, ze
x+ f(z) = f(f(z)). Lenze f(z) =0, f(f(x)) = f(0) =0 a teda y = 0. To znamen4, Ze jediné rieSenie rovnice f(z) = 0 je
2 =0. No potom ak f(f(z)) =0, tak nutne f(z) =0, a preto aj x = 0. Teda jediné rieSenie rovnice f(f(z)) =0 je z =0.
Iné riesenie:

O funkciach sa hodi zistovat aj nejaké vlastnosti. Napriklad ¢i je rastica, klesajica, prosta, surjektivna...V tejto tlohe sa da
lahko ukézat, ze f je prostd. Totiz ak f(z) = f(y), tak aj f(f(z)) = f(f(y)) a potom po dosadeni z,y do podmienky
dostaneme = = y. Z toho vyplyva, Ze rovnica f(f(x)) = 0 md najviac jedno riesenie. A Tahko vypodcitame aj, Ze f(0) = 0,
lebo po dosadeni 0 mame f(0) = f(f(0)), a z prostosti teda, ze f(0) = 0 (a teda aj f(f(0)) = 0). Teda jediné rieSenie je
z=0.

http://seminar.strom.sk
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Komentdr: Najtazsie bolo mozno pochopit zadanie. Ze cielom je vypoéitat rieSenie (z), v zévislosti od funkcie, kde to treba
vyriesit pre vietky funkcie f spliiajiice podmienku. Zhodou okolnosti to vyslo rovnako pre vietky funkcie f, no nemuselo.
Casté chyby boli, Ze ste predpokladali, ze f(f(x)) = 0, vyvodili z toho nejaky vztah pre x, a tvarili ste sa, Ze plati pre vietky
x. To samozrejme nie, plati len pre to konkrétne x. A tiez nezabudajte na to, Ze ak ndjdete jedno rieSenie, tak to eSte nie

je koniec :).

Poradie po 1. sérii Zimného semestra 40. rocnika
P. Meno a priezvisko Kat. Skola 1. 2. 3. 4 5 6.|H|CS
1. - 4. Juraj Micko S3 GPostKE |9 9 9 9 9 9]0 | 54
Tomas Kekendk S3 | GMaraKE | 9 9 9 9 9 9 |0 | 54
Laura Vistanova S2 | GMaraKE | 9 9 9 9 9 9|0 | 54
Samuel Krajci S1 GAlggKE |9 9 9 9 9 9|0 ]| 54
5. Martin Stevko S1 | GAI§KE |9 8 9 9 9 4|0 | 53
6. Henrieta Michelova S4 GAlgfgKE |9 9 9 8 9 6|0 | 50
7. Viktoria Brezinova S1 GAlgjKE |9 7 - 9 9 5| 0| 48
8. -9. Martin Masrna S1 GPostKE | 6 9 9 9 - 20| 4
Martin Melicher S1 GPostKE |8 9 9 - - 9|0 | 4
10. - 11. | Kristina Mislanova S4 GAlgfKE |9 9 9 - 9 6|0 | 42
Zaneta SemaniSinové | S4 GAlgjKE |9 9 9 9 - 6|0 42
12. - 13. Martin Micko S1 GAlgjKE |7 - 8 9 &8 - |0 41
Pavol Drotar S3 GPostKE |8 9 9 1 9 5|0 41
14. Martin Mihalik S1 GAlgjKE | 7 9 8 - 51038
15. - 16. Filip Csonka S1 GAlejKE |5 - 9 8 - 4]0 35
Michal Pandy S2 GPostKE | 8 9 9 - 9 - |0 35
17. Jakub Mach S3 GPostKE |7 - 9 9 9 - |0 34
18. Vratislav Madac S1 GAlgjKE |1 - - 8 7 4|0 28
19. - 23. Daniel Ondus S4 GAlgjKE |9 9 3 6 - 0] 0] 27
Zoltan Hanesz S2 GPostKE {9 9 9 - - - 10|27
Jan Kurimsky S4 | GsMonPO |9 9 - - 9 - 10|27
Veronika Deméakova | S3 GPostKE |8 6 2 1 9 1|0/ 27
Kristina Bratkova S3 EGJAK 9 9 9 - - 10|27
24. Daniel Kopf S4 SGO 7T - 9 - 9 -]10]25
25. - 26. | Michaela Dlugosova S2 | GKukuPO | 7 9 8 - 10| 24
Samuel Chaba S1 GAlgjKE | - - 8 4 - 4]0 | 24
27. Erik Berta S1 GAlejKE | - - - 9 - 40| 22
28. Martin Salagovic S1 | GAIe)KE | - - - 8 - 5|0 21
29. Natélia Téthova S2 GAlgjKE |3 8 9 - - - 10120
30. Jarmila Simkové S2 | GParoNR | - - 9 8 - - | 0] 17
31. - 32. Jén Gercak S2 GJarSNV |1 9 3 0 - 1|0/ 14
Juraj Jursa S2 GAlgjKE | - 9 5 - - |0 14
33. Slavka Germanova S2 GLeoBJ 4 - - - 9 - 1013
34. - 35. Jakub Genci S3 GPostKE | 3 - 9 - - 1012
Simon Vanco S3 | CGsvMik | 4 4 4 - - - |0 12
36. Jakub Zolddk S3 | GPostKE |4 5 - 1 - 0| 11
37. - 38. Samuel Gazda S3 GYMES 8 - - - - -101 8
Martin Budjac¢ S1 GPostKE |4 - - - - - 10| 8
39. Jonas Suvak S1 GJarPO o 0 1 2 1 10| 7
40. Dominik Kopcak S1 GPostKE |3 - - - - - 10| 6
41. Dévid Cano S2 GLeoBJ 2 - 1 - - 0|0/ 3
42. Michaela Borosova S1 GPostKE |1 - - - 0 - |[0] 2

strom@strom.sk
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NOVINKA!
Predstavujeme vamrevolu¢ny AUTOMATOTRON, ktory

obsahuje vsetky vase osobné udaje

sa dokdZe bez problémov pripojit'na lokdlnu siet’
ukazujepresny cas

meria vsetky vase Zivotné funkcie

je schopny kontaktovat'iné AUTOMATOTRONYy
md zelenu farbu

Zabudnite na doklady, hodinky,
telefdny ¢i krokomery a objednajte
si aj vy vlastny AUTOMATOTRON
uz dnes*!

*AUTOMATOTRON je este len vo vyjovej fdze,
prvé AUTOMATOTRONy by mali byt dostupne
zaciatkom nového roka uz ajvo vasom stanku.

Za podporu a spolupracu dakujeme

Nazov STROM - korespondenény matematicky seminér
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