Cislo 3 Zimny semester 43. roénika (2018/2019)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Mili nasi rieSitelia,

za nami je druha séria

a pred nami prazdniny, {?
klud a oddych od driny.

Prichddza k vam novy casdk a s nim opravené priklady, O\

kto nevedel, mozno jasa, ze mu vysli odhady. )
Pri salke jazminového ¢aju omrknite svoje riesenia,

a ti, ¢o to spravne majui, nech cakaji skvelé hodnotenia. O
Ak vam priklad nevysiel, neztfajte, pozrite vzorak prikladny, >/\<
a o chvilu je tu nova séria aj s dalsimi prikladmi. T~
O
rd
Or
7_
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Najlepsich z vas uz tradi¢ne caka

sustredko, ¢o mnohych laka.

3.-8. februdra sa o vasu zdbavu Danisovciach postard

tim najskvelejsich vedtcich, e
ktori sa tesia na vsetkych ucastnikov po matike a zabave prahnucich.

A po tomto tyzdni srandy

v spolocnosti skvelej bandy

zacina sa dalSia séria,

takze naostrite svoje perd a hurd horsa do riesenia.

Krasne Vianoce a na novy rok vela uspechov pri praci vam praju

T
w

(v£)

Vasi STROMj4ci

Vianoény Maxiklub

Vianoce sa uz nebezpecne rychlo blizia, no viano¢né prazdniny prichadzaju este skor! Ak premyslate nad tym, ¢o robif s
predprazdninovym volnym ¢asom, nevahajte zacat premyslat o straveni sobotnejsieho poobedia na kazdoroénom Maxiklube
(viano¢nom stretnuti STROMékov) ! Stretneme sa 22. 12. o 14:30 v miestnosti SJSP19 na PF UPJS, Jesenna 5, Kosice.
Okrem seba nezabudnite doniest aj viano¢nd naladu a nejaké fajné jedlo, uréite sa zide :).

1 Opravovali: Dorot Jarosova, Peto Kovacs I
® Pocet riesitelov: 54 Moo e

Nech ABCD je stvoruholnik, v ktorom existuje kruznica, ktora prechadza stredmi vSetkych stran tohto Stvoruholnika.
Dokéazte, ze AC' a BD st na seba kolmé.

Riesenie:

Oznacme si stredy stran stvoruholnika ABCD po poradi K, L, M, N.

Pozrime sa teraz pozornejsie na tsecku K L. Tato tsecka
spaja stredy dvoch stran, a teda ju mézeme nazvat strednou

prieckou trojuholnika ABC'. Ako vieme, strednd priecka je
M L rovnobeznd so stranou trojuholnika, ktort nepretina (teda

KL je rovnobezné s tuseckou AC)
ﬂ To isté mézeme urobit aj pre zvysné strany sStvoruholnika
5 B KLMN. Vieme teda, ze KL || AC || MN a LM || BD ||
(7 NK.
N K

Ukézali sme, ze dvojice protilahlych stran stvoruholnika
A KLMN st navzajom rovnobezné, a teda vidime, Ze ide o
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rovnobeznik. Zadanie ndm hovori, Ze vSetkymi bodmi tohoto rovnobeznika prechddza kruznica a teda je tetivovy (vpisany
do kruznice).

Pre tetivové stvoruholniky plati, ze stucet velkosti ich protilahlych uhlov je 180°. Pre rovnobezniky plati, Ze protilahlé uhly
st zhodné. Konjunkeia tychto tvrdeni ndm implikuje, Ze Stvoruholnik K LM N m4 vSetky uhly pravé (180° = 2«, aw = 90°).

Ako sme uz ukazali, isecky AC a KL st rovnobezné. Aj isecky BD a KN st rovnobezné. Z toho vyplyva ze tsecky AC a
BD zvieraju taky isty uhol ako tsecky KL a KN, ktory je uhlom Stvoruholnika K LM N, a teda je pravy.

Komentar: Drviva vicsina tych, ktori spravne pochopili zadanie, zvladla tlohu aj spravne vyriesit. Nasli sa vSak aj
riesitelia, ktori sa chybne domnievali, Ze musi ist o kruznicu vpisani do $tvoruholnika ABC D, ¢im tlohu zna¢ne okresali
iba na jednu konkrétnu situaciu.

Za, opravovatelov si este dovolime podotknit, Ze je prehladnejSie oznacovat vrcholy réznymi pismenami, ako iba indexovat
jedno pismeno (napriklad Sy, Sz, ...).

2 Opravovali: Zanetka Semanisinova, Kristin Mislanova I
®*  Podet riesitelov: 47 e i

Méme riadok, v ktorom je 1000 ¢isel. Pod tento riadok pridame dalsi tak, ze pod kazdym ¢islom a je napisand hodnota
f(a), kde f(a) je pocet vyskytov ¢isla a v predchddzajicom riadku. Takto postupne priddvame dalsie riadky. Dokazte, ze
po pridani dostato¢ného poctu riadkov budi pod sebou dva rovnaké riadky.

Riesenie:

V pévodnom riadku mame 1000 ndhodnych éisel. V kazdom dalsom nami napisanom riadku st uz iba ¢isla z rozsahu 1 az
1000, kedZe vyjadruju pocetnost nejakych ¢isel v riadku.

Pozrime sa na Tubovolny nami napisany riadok v tejto postupnosti. Ked sa v nom na nejakej pozicii nachadza ¢islo z, tak
to znamena, ze v predchdadzajicom riadku existovalo nejaké ¢islo a, ktoré sa tam vyskytlo z-krat, a teda sme zaznacili pod
neho jeho pocetnost. Hodnotu x sme tym paddom museli zapisat pod kazdy prvok a v predchadzajicom riadku. Znamena
to, ze v riadku, ktory skiimame, sa hodnota x musi nachadzat aspon z-krat. Do dalSieho riadku pod prvok x preto urcite
napiSeme ¢islo rovné alebo vicsie, ako je ono samotné (kedze jeho pocetnost v riadku je minimdlne z).

.....

v ktorych sa nam na aspon jednej pozicii hodnota zvécsila, vSsak nemozeme robif do nekonecna, kedze kazdé ¢islo je zhora
ohranic¢ené 1000. Raz teda musime spravit krok, v ktorom sa ndm uz ziadna hodnota nezvéacsila. Vtedy budeme mat pod
sebou dva rovnaké riadky.

Komentar: Vicsina z vas zvlddla tlohu vyriesit na 9 bodov, nie vzdy to vsak boli najelegantnejsie riesenia. V tilohach ako
je tato, kde sa neopierame o ziadne rovnice, delitelnosti ¢i geometrické obrazky, ale len potrebujeme vysvetlit slovne nejaku
uvahu, je formulacia myslienok velmi podstatnd. Vrelo preto odporacame po sebe niekedy precitat, ¢o ste vytvorili. A ked
nie celé riesenie, tak aspon poslednu vetu, na ktord prave nadvizujete.

3 Opravovali: Kubo Genci, Martin Spisak I
®*  Pocet riesitelov: 53 e

Je dand rovnica zly!z! = t!, kde z, y, z, t st prirodzené Cisla vacsie ako jedna. Ukéazte, Ze existuje nekonecne vela Stvoric
(x,y, z,t), ktoré spliiaju tito rovnicu.
Pozn.: n! je dislon-(n—1)----- 2-1.

Riesenie:
Vezmime si zadand rovnicu a pozrime sa na 1iu takto: (zly!)z! = t!. Vidime, Ze na pravej strane rovnosti ndsobime faktorial

s nejakym ¢islom (to, Ze ide o stdin dvoch faktoridlov nés teraz nezaujima) a vysledkom mé byt opéat faktoridl. V takom
pripade sa ndm oplati povedat, Ze z!y! = z + 1 a nésledne dostdvame (z + 1)z! = (z + 1)! = ¢l

Teraz ndm sta¢i ukdzat, ze vieme vytvorit nekonecéne vela Stvoric (z,v, z,t) tak, aby ndm platila rovnost zlylz! = ¢l. Pre
zjednodusenie si povedzme, ze x = 42. Potom 42! - y! = z 4+ 1, pricom y moé6ze byt Tubovolné prirodzené ¢islo. Teraz uz
moZeme (z prvej Casti rieSenia) vidiet, ze z = 42! -yl — 1 a t = (42! - y!) - (42! - y! — 1)! = (42! - y!)I. V takom pripade
sme nasli sposob ako vytvorit nekonecne vela Stvoric (z,y, z,t). Pre Tubovolné prirodzené ¢islo y takto dostdvame Stvoricu
(42,y,42! -yl — 1, (42! - yH!).

Komentar: Sme radi, Ze pre vas bola tloha taka Tahka. Nabudtce si vSak dajte pozor na to, ¢i vyjadrujete svoje myslienky
naozaj v takom poradi, aby to davalo zmysel.

http://seminar.strom.sk
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4 Opravoval: Dano Ondus I
®  Pocet riesitelov: 23 T

Majme n nenulovych ¢isel, ktorych siucet je 0. Ukazte, ze je mozné ich ocislovat tak, aby platila nerovnost:

ajaz + azas + -+ ana; <O0.

Riesenie:

Plati a; + a2 + -+ - + a, = 0, preto aj druhd mocnina tohoto vyrazu je nulova. Po roznasobeni dostaneme
(a3 + a3+ +a2)+2(araz +araz + -+ ap_1a,) =0

Prvé zétvorka je urcite kladnd (kedZe ide o nenulové ¢isla), ¢ize druhd musi byt zadpornd. Zaroven plati, Ze aj ak tdto
zatvorku vyndsobime Iubovolnym prirodzenym ¢islom (okrem nuly), tak bude stéle zdporn4.

Teraz sa pozrime na nase ¢isla. Uvazujme vsetky ich mozné permutécie a pozrime sa na to, ako bude vyzeraf stcet zo
zadania. Pre kazdd permutaciu dostaneme sicet n sucinov, pricom kazdé a; sa bude nachadzat prave v dvoch z tychto
sucinov. Ak nasledne s¢itame tieto sucty cez vSetky rozne permutéacie, tak dostaneme stucet, v ktorom sa bude kazdé dvojica
a;a; pre ¢ # j nachddzat rovnako vela krat. Nepotrebujeme vediet presne, kolko ich tam bude, stac¢i ndm, ze zo symetrie
plati, Ze to bude rovnako vela. Aby neplatila nerovnost v zadani, tak musi byt sicet pre kazdi permutéciu nezaporny, ¢ize
aj sucet cez vsetky permutacie musi byt nezaporny.

To je ocividne spor, kedZe m4 platit k(ajas+ajas+- - -+an_1a,) > 0, ale uz sme ukdzali, Ze (a1a2+ara3+- - -+an_1a,) < 0.

Komentar: Vicsina z vas riesila tlohu podobne ako vo vzorovom rieseni. Umocnenie na zaciatku ste zvladli takmer vsSetci,
vacsi problém bol ukazat, ako vyuzit permutacie danych ¢isel. Niektorym sa nepodarilo rozdelit sucet vSetkych dvojic na
sucty zodpovedajice permutaciam. Navyse ste Casto nezvladli presne vycislit, kolkokrat sa bude kazda dvojica vyskytovat
v stcte cez vSetky permutacie, za ¢o som vsak body nestrhéval, kedze nam tplne staci vediet, Zze je to rovnako vela, vdaka
¢omu je vskutku vela 9 bodovych rieseni.

5 Opravovali: Martin Masrna, Roman Starno I
e Pocet riesitelov: 34 e

Dokazte, ze Tubovolné celé ¢islo mdze byt napisané ako siacet 5 tretich mocnin celych éisel.
Riesenie:

Najprv dokdzeme pomocné tvrdenie: kazdy celociselny nasobok 6 vieme zapisat ako siucet Styroch tretich mocnic celych
¢isel. Volbou (z 4+ 1), (z —1), (—z), (—x), kde = € Z dostdvame:

(x+1)3+(x—-13+(—2)+ (—2)’ =2+ 322 + 30 + 14+ 2% — 322 + 32 — 1 — 2> — 2® = 62,

¢o sme chceli dokazat. Teraz tvrdenie rozsirime na paf mocnin tak, ze priddme mocninu, ktord ndm vygeneruje kazdy zo
zvyskov po deleni Siestimi — tym pokryjeme vsetky celé cisla.

0° =0(mod6) = (z+1°*+(x—-1)7°+(—2)*+(-2)*+0® =6u,

P =1(mod6) = (z+1°+(@—-10>+ (-2’ +(-2)*+1° =6z+1,

22 =2(mod6) = (x+1P+(z—-1>+ (-2 +(—2)*+2° =6(x+1)+2,
33 =3mod6) = (@+1P°+(@—-1°>+ 2>+ (-2)°*+3 =6(zx+3)+3,
(-2 =4 (mod 6) = (z+1)*+(z—-1)3+ (=) + (—2)* +(-2)>=6(x —1) -2,
(-1)*=5(mod 6) = (z+ 1>+ (x—1)%+ (—2)* + (—2)> + (=1)® = 62 — 1,

odkial uz vidno, ze kazdé celé ¢islo je mozné zapisat ako prave jeden z vyrazov v pravom stlpci tabulky a nésledne je mozné
zvolit pat tretich mocnin celych cisel, ktoré v sucte davaju dané ¢islo.

Komentar: Riesenie ste nasli takmer vSetci. Niektori vo svojej hlave, inf (takmer polovica) na matematickych férach, kde
bolo volne dostupné. Chceme vam pripomentt, ze ak nijdete rieSenie v literatire je vzdy nutné uviest zdroj. Na zaver
dodame, ze tato tloha je zjednodusenou verziou popularneho otvoreného problému, a sice ¢i vieme zapisat Tubovolné celé
¢islo ako sicet styroch tretich mocnin celych ¢isel. Je dokdzané, Ze to je mozné, pre kazdé cislo okrem c¢isel v tvare 9z +4 a
108z + 38 pre x € Z, pre ktoré riesenie zatial nie je zndme.

strom@strom.sk
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6 Opravoval: Tomas Kocak I
®  Pocet riesitelov: 9 m_ |

Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s |[AB| < |AC|. Nech M, N si postupne stredy strdn AB a AC a nech AD je vyska
v tomto trojuholniku. Na tsecke M N zvolime taky bod K, 7e |BK| = |CK]|. Polpriamka K D pretina kruznicu opisani
trojuholniku ABC' v bode Q. Dokazte, ze body C, N, K, Q lezia na jednej kruznici.

Riesenie:

Nech A" a D' st obrazy bodov A a D v osovej stimernosti podla osi strany BC. Body A’ a D’ maji niekolko peknych
vlastnosti:

1. A’ lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC, pretoze celd kruznica je osovo simerné podla osi svojej tetivy BC.
2. Bod D’ lezi na priamke BC, kedZe os strany BC' je na tiuto stranu kolma.

3. Priamka A’D’ je kolmé na BC, kedze AD je vyska v trojuholniku ABC. Preto DD’ A’A je obdlznik.

4. Priamka M N je rovnobezné so stranami DD’ a AA’ a navySe rozpoluje tsecky AD a A’D’, kedze M N je strednou
prieckou trojuholnika ABC.

5. Stred uhlopriecky DA’ lezi na osi strany DD’ a na osi strany DA, ktord je totoznd s priamkou M N (tento fakt
vyuzijeme neskor).

Teraz sa pozrime na bod K. Zo zadania vieme, ze K BC je rovnoramenny trojuholnik a preto K lezi na osi strany BC.
Této os je navyse aj osou strany DD’ v obdlzniku DD’ A’A. Navyse bod K lezi aj na priamke M N, a teda je aj stredom
uhlopriecky DA’ (5. bod). Z toho dostéavame, ze body D, K, A’ lezia na priamke, a teda aj bod @ lez{ na rovnakej priamke
ako tieto 3 body. Dostdvame tak situdciu ako na druhom obrazku.

Vieme, Ze Stvoruholnik QC AA’ je tetivovy (vSetky 4 body lezia na kruZnici opisanej trojuholniku ABC), a preto uhly CQA’
a CAA’ st zhodné. Dalej vieme, Ze priamka M N je rovnobeznd s AA’ (4. bod), a preto uhly CAA” a CNX st zhodné (X
je Tubovolny bod na polpriamke opac¢nej k polpriamke NM). Z toho uz priamo dostaneme, Ze stcet velkosti uhlov CQK a
CNK je 180°.

Komentar: Najtazsia cast tlohy bola dokreslenie bodu A’. S tymto bodom uz tiloha nebola velmi tazkd a vsetci, ktor{ si
tento bod dokreslili, uz nemali vela problémov pri rieSeni tlohy. Ako sa ale da prist na to, Ze si treba dokreslit tento bod?
Nie je to vobec intuitivna vec. V tejto tilohe sa nam ale poniikala kruznica opisand trojuholniku ABC. Jedna z moznosti
na to, aby sme mohli prendsat vnitorné uhly v Stvoruholniku QCNK, je predizit tsecku QK a vytvorit tak bod A’ na
kruznici.

Autori vzorovych rieseni: Zaneta Semanisinova, Martin Masrna, Kristina Mislanova, Roman Stano, Peter Kovacs, Daniel
Ondus, Jakub Genci

http://seminar.strom.sk
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Konecné poradie Zimného semestra 43. rocnika

P. Meno a priezvisko | Kat. Skola PS|1. 2. 3. 4. 5 6.|CS

1. Lenka Hake S2 GAlejKE 519 9 9 9 9 9106

2. Norbert Michel S2 GPostKE 4919 9 9 7 9 6| 99

3. Dorota Porubska S3 GLSt6BJ 519 9 9 9 9 2| 98

4. Matej Hanus S3 GPostKE 4519 9 9 9 9 0] 90

5. Viktéria Brezinova S4 GAlejKE 4319 9 9 9 9 - | 88

6. Matis Masrna S1 GPostKE 3319 8 9 9 9 - | 8

7. Timea Szollésova S3 |GAMCABA 359 9 9 5 9 9] 85

8. Filip Baltovi¢ S1 GAlejKE 38319 9 9 9 - - |83

9. Adam Garafa S1 GPostKE 4115 9 9 - 9 - | 82
10. Martin Nemjo S2 GAlejKE 2719 9 9 9 9 - | 81
11. Jakub Farbula S2 GAlejKE 2519 9 9 9 9 - 1|79
12. Martin Stevko S4 GAle]JKE | 4219 9 9 - - 9|78
13. Radoslav Jochman S1 GAlejKE 4219 7 9 1 0 - |77
14. Karin Estokova 79 GMRSKE |30 |7 9 9 3 9 - 1|76
15. - 16. Michal Masrna S3 GPostKE 27109 9 9 9 9 - 72
Radovan Lascsak S3 GPostKE 37179 9 8 - 9 - |72

17. - 18. Martin Kliment S1 GPostKE 4019 3 9 1 - - 71
Tom&s Chovancak S3 GPostKE 319 9 9 - 9 - |71

19. - 22. Frederik Ténai S2 GKatkKE 3219 9 9 9 - - | 68
Réberta Jurikova S4 GVBNPD 3219 9 9 9 - - | 68

Filip Csonka S4 GAlejKE 3219 9 9 - 9 -] 68

Michaela Rusndkovd | S2 GAlejKE 419 9 9 9 9 - | 68

23. - 24. Jén Richnavsky S2 GPostKE 2009 9 9 5 9 - | 67
Jakub Micko S1 GPostKE 3013 7 9 - 9 - |67

25. Erik Novak S1 GPostKE 3119 7 9 - - -] 65
26. Tomés Krupa S3 GPostKE 3119 7 9 - 8 - | 64
27. - 29. Patrik Palovéik S3 GPostKE 3619 9 9 - - -] 63
Stefania Glevitzka S4 GVBNPD 3619 9 9 - - -] 63

Gabriela Genciova S2 GPostKE 2719 9 9 - 9 -] 63

30. - 31. Benjamin Mravec S3 GPostKE 281019 7 9 - 9 -] 62
Timea Jakubécyova | S2 BGMHSu¢ |24 (9 9 9 9 - 1] 62

32. - 33. Lujza Milotova S2 GPostKE 97 4 9 9 9 - |61
Adam Dzavoronok 79 ZSlobKE 2711 6 9 - 9 -] 61

34. - 35. Klara Hricova S1 GPostKE 6 19 9 9 9 9 - |60
Samuel Krajci S3 GAlejKE 4319 - - - - 8] 60

36. Oszkar Urban S1 GPostKE 340 7 9 - - -1]059
37. - 39. Martin Mih&lik S4 GAlejKE 3019 - 9 - 9 - |57
Martin Albert Gbar | S3 GPostKE 2007 9 9 - 5 - | b7

Alex Blandén S2 GPostKE 2809 6 9 5 - - | 57

40. - 41. Branislav Pastula S3 GPostKE 3|5 5 5 - - 6| 54
Martin Salagovic S2 GAlejKE 819 9 9 - 9 - | 54

42. - 43. Alex Gasparikova S2 |GAMCABA |26 |9 9 9 - - - |53
Matej Tarca S3 GPostKE 97 9 9 - 9 - | 53

44. Martin Micko S4 GAlejKE 213 9 9 - 9 - | 52
45. - 46. Dusan Oberta S3 GSkolSN 2411 9 8 9 - - |51
Miriam Horvathova 79 ZKomeMI 2810 5 9 - - - 51

47. Miriam Magociova S3 GPostKE 219 - 9 - 9 -] 49
48. Zdenc¢k Pezlar S1 GJaroBR 2018 - 9 - - -] 46
49. Martin Andri¢ik S2 GPostKE 416 9 3 - 5 - | 37

strom@strom.sk
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P. Meno a priezvisko | Kat. Skola PS|1. 2 3 4. 5 6.|CS
50. Michal Vorobel S2 | GJARMPO | 189 - 9 - - - |36
51. Ondrej Ovcar S1 GAlejKE 30(- - - - - -130
52. David Slosar S2 GPostKE 2312 - 4 - - -129
53. - 54. Erik Berta S4 GAlgjKE 910 0o 9 - 9 - |27
Maximilidn Pandy | S1 GPostKE ofo 9 9 - - - |27
55. Martin Kopéany 79 GJChaBR | 25 | - - - - - - 125
56. - 57. Nicol Krskova S2 GPostKE 22 | - - - - - -] 22
Peter Kochelka S1 GJGTBB 22 | - - - - - -] 22
58. Kristidn Paluch S2 GPostKE my- -9 - - -120
59. - 61. | Tomas Feciskanin S2 GAlgjKE 8- - - - - - |18
Adam Mackanic S2 GPostKE 8- - - - - - /18
Ela Vojtkova S1 | GAMCABA | 18 | - - - - - - ]18
62. Matis Farkas S2 GAlgjKE mwl- - - - - - |17
63. Ondrej Tom4&sik S1 GJGTBB my- - - - - -1
64. - 65. | Tamara Timockova | S1 GStarMI 9 |- - - - - - 9
Samuel Chaba S4 LEAFABA ofo - - - 9 - 9
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